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Abstract

이 노트에서는 번스타인-폰 미시스 정리에 대해 간단히 소개한다.

1 기호와 정의

베이즈 추론의 3요소

• 모수 θ ∈ Θ와 사전분포(prior distribution)

θ ∼ π(θ)

• 자료 Xn = (X1, · · · , Xn)
T ∈ (Xn,An)와 가능도(likelihood)

Xn ∼ pn,θ(xn)

• 사후분포(posterior distribution)

π(θ|xn) = π(θ|Xn = xn)

정의 1.1 (통계적 모형(statistical model)). 모수 공간 Θ에 대해, 표본 공간(sample space) (Xn,An) 위의

모든 확률 측도의 모임 {Pn,θ : θ ∈ Θ}을 통계적 모형이라 한다.

참고 1.1. 종종 확률밀도함수는 π(dθ)와 같이 표기하고

Π(θ ∈ A) =

∫
A

π(dθ)

와 같이 쓰기도 한다.

베이즈 정리

정리 1.1 (베이즈 정리). 사후분포는 다음과 같이 계산된다

π(θ|xn) =
pn,θ(xn)π(θ)∫
Θ
pn,θ(xn)π(θ)

∝ pn,θ(xn)π(θ).

(1.1)
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모수적 모형과 비모수적 모형

정의 1.2 (모수적 모형과 비모수적 모형). 모수 공간 Θ가 유한 차원일 때, 모형 {Pn,θ : θ ∈ Θ}를 모수적

모형이라 하고, 무한 차원일 때 비모수적 모형이라 한다.

점근적 성질 자료의 수(n)이 충분히 커졌을 때 통계적 모형이 갖는 성질들을 점근적 성질(asymptotic

property)이라 한다. 대표적으로, 추정량이 참 모수에 충분히 가까워지는 일치성과 어떤 속도로 가까워지는

지를 의미하는 수렴 속도, 어떤 모양으로 가까워지는 지를 의미하는 점근 분포가 있다.

정의 1.3 (일치성(consistency)). 모수 공간 위의 적당한 거리 d에 대해 모수 θ의 추정량 θ̂(Xn)가 다음을

만족할 때, 추정량이 참 모수 θ0에 대해 일치성을 갖는다고 한다

d(θ̂(Xn), θ0)
Pn,θ0−→ 0 (1.2)

as n → ∞.

정의 1.4. 사후 일치성(posterior consistency)과 사후 수렴속도(posterior contraction rate) 모수 공간 위의

적당한 거리 d와 임의의 수열 Mn → ∞, ϵn → 0에 대해

Π(θ : d(θ, θ0) > Mnϵn|Xn)
Pn,θ0−→ 0 (1.3)

as n → ∞를 만족할 때 사후 일치성을 갖는다고 한다. 이때 ϵn을 사후 수렴속도라 한다.

참고 1.2 (약한 일치성과 강한 일치성). 일치성의 정의에서 확률수렴을 거의 확실한 수렴(almost surely

convergence)으로 바꿀 수 있을 때, 강한 일치성을 갖는다고 한다.

정의 1.5 (점근 분포(asymptotic distribution)). 모수 θ의 추정량 θ̂(Xn)가 확률변수 Z에 대해

P (θ̂(Xn) ∈ A) → P (Z ∈ A) (1.4)

as n → ∞가 모든 잴 수 있는 A에 대해 성립할 때, Z의 분포를 θ̂(Xn)의 점근 분포라 한다. 특히, Z의

분포가 정규 분포일 때는 추정량 θ̂(Xn)이 점근 정규성(asymptotic normality)을 갖는다고 한다.

참고 1.3 (사후 분포의 점근 분포). 사후 분포 Π(·|Xn)은 자료 Xn에 대한 확률변수이다. 적당한 분포

사이의 괴리도 혹은 거리 β와 확률 분포 D에 대해

β(Π(·|Xn);D)
Pn,θ0−→ 0 (1.5)

가 성립하면 분포 D를 사후 분포의 점근 분포라 한다. 특히, 사후 분포의 점근 분포가 정규 분포일 때는

번스타인-폰 미시스 정리(Bernstein-von Mises theorem)가 성립한다고 한다.

참고 1.4. 이번 워크샵의 논문 Castillo and Rousseau [2015]는 비모수적 모형에서 범함수(functional)가

점근 정규성을 갖기 위한 조건들을 규명한 논문이다. 이 발표에서는 간략하게 모수적 모형에서의 점근

점규성에 대해 소개한다.
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2 가능도의 점근 정규성

일치성과 사후 일치성은 추정량, 혹은 사후분포가 참 모수값에 충분히 가까워진다는 것을 알려준다. 점근

정규성은 추정량, 혹은 사후분포가 참 모수에 어떤 형태로 가까워지는가를 알려준다.

다음의 정리는 최대 가능도 추정량의 점근 정규성을 알려준다.

정리 2.1 (최대 가능도 추정량의 점근 정규성). 자료가 서로 독립이고 동일하게 밀도함수가 pθ인 모형을

따른다고 하자. 즉, 다음과 같다고 하자

X1, · · · , Xn
i.i.d.∼ pθ

라 하자. 다음의 조건들이 만족될 때,

(R0) (식별 가능성) pθ1 = pθ2 ⇒ θ1 = θ2

(R1) (공통의 토대) 분포의 토대(support) {x : pθ(x) > 0}는 모수 θ ∈ Θ에 의존하지 않는다.

(R2) (열린 모수공간) 모수공간 Θ는 k차원 실수 공간 Rk에서의 열린 집합이다.

(R3) (미분가능한 로그가능도) 모든 관측 자료 xn = (x1, · · · , xn)
T , xi ∈ X에 대하여 로그 가능도함수

ln(θ) =

n∑
i=1

log pθ(xi)

의 일차 및 이차 편도함수 l̇n(θ), l̈n(θ)가 존재하며 이들은 모두 연속함수이다.

(R4) (적분 또는 합의 미분의 순서 교환 가능) 자료 Xn = (X1, · · · , Xn)
T 의 함수 T (Xn)의 기댓값

Eθ[T (Xn)]이 존재할 때,

∂r

∂θr
Eθ[T (Xn)] =

∫
T (xn)

∂r

∂θr
pn,θ(xn)dxn,

(R5) (정보량의 존재) 모든 모수 θ ∈ Θ에 대하여 피셔 정보량(Fisher information)

I(θ) = Varθ

(
∂

∂θ
log pθ(X1)

)
가 실수 또는 실수 행렬로 잘 정의될 수 있으며 그 역수 또는 역행렬이 존재한다.

(R6) (일치성) 자료 Xn을 이용한 θ의 최대가능도 추정량

θ̂MLE
n = argmax

θ∈Θ
pn,θ(xi)

가 가능도 방정식

l̇n(θ) =

n∑
i=1

∂

∂θ
log pθ(Xi) = 0

의 단 하나뿐인 근이고 일치성을 갖는다. 즉,

θ̂MLE
n

Pn,θ−→ θ.
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R7) (잉여항의 크기) 로그가능도함수의 삼차 편도함수가 연속함수로 존재하며

sup
θ∈Θ

∥∥∥∥ ∂3

∂θ3
log pθ(X1)

∥∥∥∥ ≤ M(X1), Eθ[M(X1)] < ∞

을 만족하는 M(X1)이 존재한다.

참 모수가 θ0였을 때, 최대가능도 추정량 θ̂MLE
n 는 다음의 극한분포를 갖는다.

√
n(θ̂MLE

n − θ0)
d−→ N(0, [I(θ0)]

−1) (2.1)

3 번스타인-폰 미시스 정리

번스타인-폰 미시스 정리(Bernstein-von Mises theorem; BvM theorem)은 사후분포의 정규근사에 대한

정리이다.

Theorem 3.1 (번스타인-폰 미시스 정리 (Lehmann and Casella [1998]의 정리 6.8.2)). 자료가 서로 독립

이고 동일하게 밀도함수가 pθ인 모형을 따른다고 하자. 2.1의 조건에 이어 다음과 같은 조건들을 생각하자

(R8) (로그가능도 꼬리 조건) δ > 0에 대해,

Pθ0

(
sup

∥θ−θ0∥>δ

1

n
(ln(θ)− ln(θ0)) < −ϵ

)
= 1

이 충분히 큰 모든 n에 대해 성립한다.1

(R9) (양의 사전밀도함수와 연속성) 사전분포의 밀도함수 π(θ)가 θ0에서 연속이고, π(θ0 > 0).

(R10) (사전평균의 존재성) ∫
∥θ∥π(θ)dθ < ∞.

t =
√
n(θ − Tn), Tn = θ0 +

1

nI(θ0)
l̇n(θ0)

의 사후분포 π(t|xn)에 대해 다음이 성립한다.

(i) 조건 (R0)-(R9) 하에서 다음이 성립한다∫ ∣∣∣π∗(t|xn)−
√
I(θ0)ϕ

[
t
√
I(θ0)

]∣∣∣ dt p→ 0. (3.1)

(ii) 조건 (R0)-(R10) 하에서 다음이 성립한다∫
(1 + |t|)

∣∣∣π∗(t|xn)−
√

I(θ0)ϕ
[
t
√

I(θ0)
]∣∣∣ dt p→ 0. (3.2)

증명. 김현연 학생이 증명 예정

1이는 모형의 꼬리 쪽의 로그가능도가 충분히 작다는 것을 의미한다.
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참고 3.1. 정리에서 (i)는 사후분포가 정규분포에 충분히 가깝다는 것을 의미하고, (ii)는 사후 분포의

점근적 적률에 대한 정보로 사후 평균(Lehmann and Casella [1998] Theorem 6.8.3), 사후 중앙값(Bickel

and Doksum [2015] Theorem 5.5.3) 등 베이즈 추정량의 일치성과 점근 정규성을 보장한다.

참고 3.2. 최대 가능도 추정량의 점근 정규성으로부터 위의 Tn을 θ̂MLE
n 로 사용할 수도 있다.

참고 3.3. 번스타인-폰 미시스 정리는 사후 분포를 정규 분포와 충분히 가까워진다는 것을 알려준다. 즉,

√
n(θ − θ̂MLE

n )|xn ≈ N(0, I(θ0)
−1) (3.3)

와 같은 근사가 가능하다는 것을 의미하고 이를 바탕으로 근사 신용구간 등을 계산할 수 있다.

4 반더바르트의 번스타인-폰 미시스 정리

3절에서 소개한 번스타인-폰 미시스 정리의 가정들은 사후분포의 테일러 근사에서 필요한 조건들로 다소

강한 조건들이다. 이번에는 결정 규칙의 관점에서 다른 형태의 번스타인-폰 미시스 정리를 소개한다.

정리를 소개하기 앞서 필요한 조건들을 소개한다.

정의 4.1 (제곱평균 미분가능성(differentiable in quadratic mean)). 자료가 서로 독립이고 동일하게 밀도

함수가 pθ인 모형을 따른다고 하자. 모형 P = {Pθ : θ ∈ Θ}와 모든 랜덤수열 hn = OPθ0
(1)에 대해∫ (

p
1/2
θ0+h − p

1/2
θ0

− 1

2
hT l̇n(θ0)p

1/2
θ0

)2

dµ = o(∥h∥22) (4.1)

가 성립하면 모형이 θ0에서 제곱평균 미분가능하다고 한다.

참고 4.1. 모형이 θ0에서 제곱평균 미분가능하면

Eθ0 [l̇θ0 ] = 0,

∫
l̇2n(θ0)Pθ0(dθ) < ∞ (4.2)

를 만족하고 피셔 정보는 I(θ0) = Eθ0 [l̇n(θ0)l̇n(θ0)
T ]로 정의된다.

정의 4.2 (국소점근정규성(locally asymptotically normality, LAN)). 모형 P = {Pn,θ : θ ∈ Θ}를 생각하자.

모든 hn → h에 대해 다음을 만족하는 적당한 정칙 행렬 rn, I(θ0), 랜덤 벡터 ∆n,θ가 존재하면 모형이

θ0에서 국소점근정규성을 만족한다고 한다

∆n,θ0
d−→ N(0, I(θ0)),

log
dPn,θ0+r−1

n hn

dPn,θ0

= hT∆n,θ0 −
1

2
hT I(θ0)h+ oPn,θ0

(1).
(4.3)

국소점근정규성은 모형의 밀도함수가 θ0 근처에서, 국소적으로 정규분포로 표현될 수 있음을 의미한다.

이 조건은 본 워크샵의 논문Castillo and Rousseau [2015]에서도 등장한다.
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참고 4.2 (van der Vaart [1998]의 정리 7.7.2). 자료가 서로 독립이고 동일하게 밀도함수가 pθ인 모형을 따

른다고 하자. 모형이 θ0에서 제곱평균 미분가능하면 rn =
√
nI인 국소점근정규성을 갖는다. 구체적으로는,

Gn(T ) =
1√
n

n∑
i=1

T (Xi)라 했을 때, 모형 P = {Pθ : θ ∈ Θ}와 모든 랜덤수열 hn = OPθ0
(1)에 대해 다음이

성립한다

log

n∏
i=1

pθ0+hn/
√
n(xi)

pθ0(xi)
= hT

nGn[l̇θ0 ]−
1

2
hT
n Iθ0hn + oPθ0

(1), (4.4)

정리 4.1 (번스타인-폰 미시스 정리 (van der Vaart [1998]의 정리 10.1)). 자료가 서로 독립이고 동일하게

밀도함수가 pθ인 모형을 따른다고 하자. 모형 P = {Pθ : θ ∈ Θ}에 대해

1. 모형은 θ0에서 제곱평균 미분가능하다.

2. 피셔 정보 I(θ0)는 정칙행렬(regular matrix)이다.

3. 임의의 양수 ϵ > 0에 대해 다음을 만족하는 검정열 {ϕn}이 존재한다

Pn,θ0ϕn → 0, sup
∥θ−θ0∥≥ϵ

Pn,θ[1− ϕn] → 0 (4.5)

4. 사전분포는 θ0 근방에서 르벡 측도에 대해 절대연속(absolutely continuous)이고 양의 밀도함수를

갖는다.

이 만족되면 사후분포 π∗(t|xn)은 정규분포로 전변동 노름(total variation norm)에 관해 수렴한다. 즉,

다음이 성립한다

sup
A

∣∣∣Π∗(A|Xn)−N(A; I(θ0)
−1Gl̇n(θ0), I(θ0)

−1)
∣∣∣ Pn,θ0−→ 0. (4.6)

증명. 한재욱 학생이 증명 예정

참고 4.3. 세 번째 조건은 임의의 양수 ϵ > 0에 대해 두 가설

H0 : θ = θ0 vs H1 : ∥θ − θ0∥ ≥ ϵ

에 대해 균등일치성을 갖는 검정(uniformly consistent test)의 존재성을 의미한다. 이는 모수 공간에서 참

모수 θ0와 그 주변을 제외한 공간을 구분할 수 있는가에 대한 조건으로 분리 가설(separation hypothesis)이

라고도 불리운다. 모형이 식별 가능하고 밀도함수가 연속이고 모수 공간이 옹골집합(compact set)이면 이

조건이 성립함이 알려져 있다 [van der Vaart, 1998].
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